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  משוואות דיפרðציאליות רגילות –מד"ר  – 19פרק 

  
  הðושא טכðי – היכרות עם הðושא

  "פתרון של המד"ר"

  "סדר המד"ר" –הגדרה 

  "בעיית התחלה"

  מד"ר מסדר שðי ליðארית במקדמים קבועים

  הומוגðיאלגוריתם לפתרון מד"ר 

  מספרים מרוכבים

  19.2.1טבלה  –פתרון פרטי 

  כלל לשיפור הðיחוש

 "סופר פוזיציהה"עיקרון 
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  עם הðושא היכרות

, ′𝑦כגון  שלהðגזרות הובין  𝑦(𝑥) קציהמשוואה שבה מוצג קשר בין הפוðהיא רגילה משוואה דיפרðציאלית  𝑦′′ ו'וכ.  
  ðטרף)-מטוטלת, תðודות חלקיק של אטום, התרבות זחלים, יחסי טורףהמשוואה מתארת מודל במדעי הטבע.(תðודות 

  דוגמאות של מד"ר:

𝒚 + 𝒚ᇱ + 𝒚ᇱᇱ = 𝟓 

𝒚ᇱᇱ − 𝒚ᇱ + 𝟖 = 𝟎 

𝟏
𝟏 + 𝒚ᇱ = 𝟎 

  שתקיים את המד"ר. 𝑦פוðקציה  הוא "ר"פתרון של המד"

  דוגמאות:

𝒚 = 𝒚ᇱ                     𝒚 = 𝟑𝒆𝒙  או  𝒚 = 𝒙𝟐 

  

  

  

𝒚ᇱעבור המשוואה  לדוגמא שוðים. יכולים להיות פתרוðות =   :הפתרוðות הם  𝟐

𝒚 = 𝟐𝒙 + 𝟏𝟎     𝒂𝒏𝒅     𝒚 = 𝟐𝒙 − 𝟑         𝒂𝒏𝒅 … 

  כביכול עשיðו איðטגרל... –ðתוðה לðו הðגזרת 

  
  )אבל זה לא החזקה הכי גבוהה (כמו "מעלת" הפוליðום הסדר של הðגזרת הכי גבוהההוא  ר"סדר המד"" –הגדרה 

  דוגמאות:

𝒚ᇱᇱ − 𝒚ᇱ + 𝟖 =  סדר שðי   𝟎

𝟏
𝟏 + 𝒚ᇱ =  סדר ראשון   𝟎

(𝒚ᇱ)𝟒 + 𝒚ᇱᇱᇱ =  סדר שלישי   𝟓
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  "בעיית התחלה"

  ."התחלההתðאי "מד"ר עם תðאי. התðאי ðקרא 
  :ש" 𝑦"מחפשים פוðקציה  לדוגמא

൜  
𝒚ᇱ = 𝒚

𝒚(𝟎) = 𝟖  

  
  .וגם את התðאיר "שתקיים את המד 𝑦הפתרון יהיה פוðקציה  - שימו לב 

  

  מד"ר מסדר שðי ליðארית במקדמים קבועים

  ר כזאת היא מהצורה:"מד

𝒂𝒚ᇱᇱ + 𝒃𝒚ᇱ + 𝒄𝒚 = 𝒓(𝒙)      ,      𝒂, 𝒃, 𝒄 ∶  קבועים

𝒓(𝒙)אם   =   .הומוגðיתאז המד"ר תיקרא   𝟎
𝒓(𝒙)אם   ≠   .הומוגðית –אי אז המד"ר תיקרא   𝟎

  משפט:

  ðדע לפתור אלגוריתמית מד"ר מסדר שðי ליðארית במקדמים קבועים הומוגðית. תמיד

  

  :0-אם ðתוðה המשוואה עם אגף ימין ששוðה מ משפט:

𝒂𝒚ᇱᇱ + 𝒃𝒚ᇱ + 𝒄𝒚 = 𝒓(𝒙)      ,      𝒓(𝒙) ≠ 𝟎 

  אז הפתרון למד"ר תמיד יהיה בעל המבðה הבא:

𝒚 = 𝒚𝑯(𝒙) + 𝒚𝑷(𝒙)  

  

  

  

  הסבר עד כאן:

  )בצד ימין או לא? 0כתוב ( ðבדוק אם היא הומוגðית או אי הומוגðית. –בהיðתן מד"ר 

  ðפתור לפי אלגוריתם. – 0כלומר כתוב אם הומוגðית 

  אם אי הומוגוðית:

𝑟(𝑥)  כלומר ðהפוך אותה להומוגðית .1 =  .𝒚𝑯(𝒙)את כתוצאה . ðקבל וðפתור על פי אלגוריתם  0
 .לפתרון ההומוגðיאותו ðכון אז ðוסיף הוא ðחפש פתרון פרטי בדרכים שוðות, ðבדוק אותו, ואם  .2

הפתרון הכללי לבעיה 
 ההומוגðית

  פרטי למד"רפתרון 
 הומוגðית האי

 𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡מלשון   𝑟האות 
  הביטוי שבאגף ימין

 תנאי התחלה

 בעיית התחלה
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  אלגוריתם לפתרון מד"ר הומוגðי

   ðתוðה המד"ר מהצורה:

𝒂𝒚ᇱᇱ + 𝒃𝒚ᇱ + 𝒄𝒚 = 𝟎  

 
𝑦מציבים  .1 = 𝑒ఒ௫  כזו: במד"ר. מתקבלת משוואה ריבועית𝑎𝜆ଶ + 𝑏𝜆 + 𝑐 =  ככה!). (זה תמיד (למדה) λ עם המשתðה 0

  
 

 .לפי טריðום או ðוסחת שורשים רגילה ת המשוואה שהתקבלהפותרים א .2

  האופציות לפתרון:
  פתרון יחיד  פתרוðות שוðים 2

  )0(הביטוי בתוך השורש הוא   (הביטוי בתוך השורש חיובי)
𝝀𝟏אם  ≠ 𝝀𝟐 אם  ממשיים𝝀𝟏 = 𝝀𝟐 

,𝑒ఒభ௫}  "בסיס הפתרוðות" הוא: 𝑒ఒమ௫} {𝑒ఒభ௫, 𝑥𝑒ఒభ௫} 

𝑦ு  הפתרון ההומוגðי הכללי: = 𝐶ଵ𝑒ఒభ௫ + 𝐶ଶ𝑒ఒమ௫  𝑦ு = 𝐶ଵ𝑒ఒభ௫ + 𝐶ଶ𝑥𝑒ఒభ௫ 

  
  .עיללפי הטבלה של ר ההומוגðיתרושמים את בסיס הפתרוðות למד" .3

 .של בסיס הפתרוðות "קומביðציה"הפתרון הכללי לבעיה ההומוגðית, שתלוי בשðי קבועים, הוא רואים ש

  עליו ðדבר בהמשך – , שלישיðוסף: יש מקרה הערה

  
  בצורה הזו: , באופן טכðי,פשוט ðחליף את הביטויים –בשביל לא לעשות את התהליך כל פעם מחדש  -בתכלס 

  

𝒚ᇱᇱ = 𝝀𝟐  , 𝒚ᇱ = 𝝀  , 𝒚 = 𝟏 

 

𝑥ଵ,ଶמה קורה אם קיבלðו בðוסחת שורשים:     = ିଷ±√ିଵହ
ଶ

  שלילי! –>  המספר שבתוך השורש -     

  מרוכבים יםמספר

ð𝑖גדיר מספר חדש:     = √−1  

  מספר מרוכב ðראה ככה ויש לו שðי מרכיבים: -  תבðית כללית
  

  

  

  

  

  

  החלק הממשי
 𝒂הוא 

  החלק המדומה
  𝒃הוא 

 המשוואה המצורפת

𝒂 + 𝒃𝒊 :האופציות לפתרון  
  אין פתרוðות ממשיים

  (הביטוי בתוך השורש שלילי)
𝝀𝟏אם  ≠ 𝝀𝟐 מרוכבים 

,𝑒ఈ௫sin (𝑏𝑥)}  "בסיס הפתרוðות" הוא: 𝑒ఈ௫𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑥)} 

𝑦ு  הפתרון ההומוגðי הכללי: = 𝐶ଵ𝑒ఈ௫𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥) + 𝐶ଶ𝑒ఈ௫𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑥) 
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  משפט:

 ðתוðה המד"ר:    
𝒂𝒚ᇱᇱ + 𝒃𝒚ᇱ + 𝒄𝒚 = 𝟎 

,𝒚𝟏(𝒙)}ר יש מרחב פתרוðות כמו שלמדðו "למד 𝒚𝟐(𝒙)} ר הוא תמיד צירוף של "אז כל פתרון של המד𝒚𝟏(𝒙), 𝒚𝟐(𝒙) 
𝑪𝟏𝒚𝟏(𝒙)פתרון הוא מהצורה  כלכלומר תמיד  + 𝑪𝟐𝒚𝟐(𝒙) .  

  עד כאן הפתרון ההומוגðי.

  

𝒚                                             אðחðו זוכרים כי:  = 𝒚𝑯(𝒙) + 𝒚𝑷(𝒙)  

  :19.2.1טבלה  –פתרון פרטי 

  . ðיעזר בטבלה.בðיחוש מושכלאðחðו משתמשים  אין שיטה שתמיד עובדת. – 𝒚𝑷(𝒙)מציאת 
  

  :בספר) 500(עמוד  19.2.1טבלה 

𝒓(𝒙) – י ל  משוואה  תיאור במיליםðיחוש ראשוð- 𝒚𝑷(𝒙) 

𝑦ᇱᇱ אקספוððט + 𝑝𝑦ᇱ + 𝑞𝑦 = 𝐾𝑒௔௫  𝑦௉ = 𝐴𝑒௔௫  

𝑦ᇱᇱ פוליðום + 𝑝𝑦ᇱ + 𝑞𝑦 = 𝑎଴ + 𝑎ଵ𝑥 + ⋯ + 𝑎௡𝑥௡ 𝑦௉ = 𝐴଴ + 𝐴ଵ𝑥 + ⋯ + 𝐴௡𝑥௡ 

𝑠𝑖𝑛 𝑦ᇱᇱ -ו  𝑐𝑜𝑠וריאציה של  + 𝑝𝑦ᇱ + 𝑞𝑦 = 𝑎ଵ𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑥) + 𝑎ଶ𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥) 𝑦௉ = 𝐴ଵ𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑥) + 𝐴ଶ𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥) 

  

,𝐶ଵלפי אלגוריתם והוא כולל את מוצאים פתרון הומוגðי  .1 𝐶ଶ. .שמים אותו בצד וממשיכים  
  מטרים הðוספים לפי המקרה המתאים שבטבלה.שכולל את הפרעוברים לðיחוש של הפתרון הפרטי  .2
  .הפרמטריםבמשוואה, לצורך מציאת הפרטי מציבים את הפתרון  .3
  במקרה שמצאðו בוðים את הפתרון הכללי. .4
,𝐶ଵם את תðאי ההתחלה בשביל למצוא את אחרי שיש פתרון כללי רק אז מפעילי .5 𝐶ଶ כותבים את הפתרון המלא. זוא 
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  (זהו חלק מחיפוש הפתרון הפרטי) בספר) 500(עמוד  הðיחוש כלל לשיפור

  

  פתרון של המשוואה ההומוגðית המתאימה,(בעצמו) אם אחד (או יותר) מהמחוברים בðיחוש הראשוðי הוא "
, שמðיבה פוðקציה שאין בה שום מחובר שהוא פתרון 𝑥כופלים את הðיחוש הראשוðי בחזקה הטבעית הקטðה ביותר של 

  "המשוואה ההומוגðית המתאימה.של 

  בתכלס:

 של הפתרון הפרטי מסתכלים על הðיחוש הראשוðי .1
 משווים את הðיחוש הראשוðי לפתרון ההומוגðי שכבר מצאðו קודם לכן .2
  4= ממשיכים לסעיף  פעיל את הכללחייבים להאם חלק מהðיחוש הראשוðי זהה לפתרון ההומוגðי אז  .3

 6. עוברים לסעיף סיימðו. הðיחוש שלðו תקין. סיימðו –אם לא 
 𝑥-מכפילים את הðיחוש הראשוðי ב .4
 2חוזרים שוב לסעיף  .5
  .הפרטי במשוואה, לצורך מציאת הפרמטריםמציבים את הפתרון  .6
  בוðים פתרון כללי. .7
,𝐶ଵמפעילים את תðאי ההתחלה בשביל למצוא את  -אחרי שיש פתרון כללי  .8 𝐶ଶ .ואז כותבים את הפתרון המלא 

  
  "הסופר פוזיציה"עקרון 

  ððיח תרגיל:

𝒂𝒚ᇱᇱ + 𝒃𝒚ᇱ + 𝒄𝒚 = 𝒓𝟏(𝒙) + 𝒓𝟐(𝒙) 

𝒓𝟏(𝒙)כאשר  + 𝒓𝟐(𝒙) ) .יםðוס) לדוגמאהם מסוגים שוðום פלוס סיðפולי  

  
  איך פותרים?

  הומוגðי כרגיל:

𝒂𝒚ᇱᇱ + 𝒃𝒚ᇱ + 𝒄𝒚 = 𝟎 

  

  :𝒓(𝒙)בðפרד לכל פתרון פרטי 

𝒑𝟏 = 𝒂𝒚ᇱᇱ + 𝒃𝒚ᇱ + 𝒄𝒚 = 𝒓𝟏(𝒙)   

𝒑𝟐 = 𝒂𝒚ᇱᇱ + 𝒃𝒚ᇱ + 𝒄𝒚 = 𝒓𝟐(𝒙) 

𝒚𝒑 = 𝒚𝒑𝟏 + 𝒚𝒑𝟐 

  

𝒚𝒔𝒐𝒍𝒖𝒕𝒊𝒐𝒏 = 𝒚𝑯 + 𝒚𝒑𝟏 + 𝒚𝒑𝟐 
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   אלגוריתם לפתרון – 19פרק  –מד"ר 

  

൜  𝒂𝒚ᇱᇱ + 𝒃𝒚ᇱ + 𝒄𝒚 = 𝒓(𝒙)
𝒚(𝟎) = 𝟕 , 𝒚ᇱ(𝟎) = 𝟖  

𝑦 = 𝑦ு(𝑥) + 𝑦௉(𝑥)  

𝑦ᇱᇱ = 𝜆ଶ  , 𝑦ᇱ = 𝜆  , 𝑦 = 1   

𝑎𝜆ଶ + 𝑏𝜆 + 𝑐 = 0  

𝑥ଵ,ଶ = 𝜆ଵ, 𝜆ଶ …  

  

𝝀𝟏פתרוðות ממשיים שוðים  2  האופציות לפתרון: ≠ 𝝀𝟐   פתרון יחיד𝝀𝟏 = 𝝀𝟐   .ות ממשייםðאין פתרו𝝀𝟏 ≠ 𝝀𝟐 מרוכבים  
  (הביטוי בתוך השורש שלילי)  )0(הביטוי בתוך השורש הוא   השורש חיובי)(הביטוי בתוך 

,𝑒ఒభ௫}  "בסיס הפתרוðות" הוא: 𝑒ఒమ௫} {𝑒ఒభ௫, 𝑥𝑒ఒభ௫} {𝑒ఈ௫sin (𝑏𝑥), 𝑒ఈ௫𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑥)} 

𝑦ு  הפתרון ההומוגðי הכללי: = 𝐶ଵ𝑒ఒభ௫ + 𝐶ଶ𝑒ఒమ௫  𝑦ு = 𝐶ଵ𝑒ఒభ௫ + 𝐶ଶ𝑥𝑒ఒభ௫  𝑦ு = 𝐶ଵ𝑒ఈ௫𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥) + 𝐶ଶ𝑒ఈ௫𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑥) 

  
𝒓(𝒙)  מקרה ראשון: = 𝟎  

  .ופותרים , אם קיימים,מקיימים על הפתרון ההומוגðי את תðאי ההתחלה .1
,𝑐ଵכך מוצאים את  𝑐ଶ .וðשחסרים ל 

2. 𝑦௉(𝑥) = 0  -  <𝒚𝒔𝒐𝒍𝒖𝒕𝒊𝒐𝒏 = 𝒚𝑯 

𝐫(𝐱)  מקרה שðי: ≠   מתאים 𝒓(𝒙)עוברים לðיחוש הפתרון הפרטי לפי  – 𝟎

  בספר): 500(עמוד  19.2.1טבלה 

𝒓(𝒙) – י ל  משוואה  תיאור במיליםðיחוש ראשוð- 𝒚𝑷(𝒙) 

𝑦ᇱᇱ אקספוððט + 𝑝𝑦ᇱ + 𝑞𝑦 = 𝐾𝑒௔௫  𝑦௉ = 𝐴𝑒௔௫  

𝑦ᇱᇱ פוליðום + 𝑝𝑦ᇱ + 𝑞𝑦 = 𝑎଴ + 𝑎ଵ𝑥 + ⋯ + 𝑎௡𝑥௡ 𝑦௉ = 𝐴଴ + 𝐴ଵ𝑥 + ⋯ + 𝐴௡𝑥௡ 

𝑐𝑜𝑠  ו- 𝑠𝑖𝑛 עם אותה תדירות 𝑦ᇱᇱ + 𝑝𝑦ᇱ + 𝑞𝑦 = 𝑎ଵ𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑥) + 𝑎ଶ𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥) 𝑦௉ = 𝐴ଵ𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑥) + 𝐴ଶ𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥) 

 
 .שווים בין הðיחוש הראשוðי לבין מרחב הפתרוðות ההומוגðימ .1
כלומר מכפילים את הðיחוש  "כלל לשיפור הðיחוש"במידה וחלק מהðיחוש הראשוðי זהה לפתרון ההומוגðי אז חייבים להפעיל את ה .2

 משפרים את הðיחוש הפרטי)כאן בעצם עד שיוצאים מהמרחב ההומוגðי. (, ככל הðדרש, 𝑥- . ממשיכים להכפיל ב𝑥-הראשוðי ב
 בוðים את הפתרון הכללי., שכבר לא מופיע בהומוגðי תאיםשופר המאת הפתרון הפרטי המשמצאðו  לאחר .3
,Cଵבשביל למצוא את  , אם קיימים,י ההתחלהיאחרי שיש פתרון כללי רק אז מפעילים את תðא .4 Cଶ .ואז כותבים את הפתרון המלא  

  :ההער
𝑟ଵ(𝑥)במידה ואגף ימין של בעיית ההתחלה מורכב משתי פוðקציות שוðות  + 𝑟ଶ(𝑥) מצא את הפð פרד רון הפרטי בעבור כל אחת מהן תאזðואז ב

𝑦௣כלומר:  הפתרון הפרטי הכולל יהיה חיבור הפתרוðות הפרטיים = 𝑦௣ଵ + 𝑦௣ଶ (סופר פוזיציה)  
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