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 מהו טור:

 עד עכשיו דיברנו על סדרות. כל איבר בסדרה עמד בפני עצמו. )היה פסיק בין האיברים(
 כעת נדבר על:

 טור = סכום האיברים של הסדרה

 .סיגמאעל מנת להציג טור נשתמש בסימן המתמטי 

 נציג טור:

∑
 

 

 

   

   
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 (תשובה)    

 בהמשך.זה טור שכיח. נלמד 
 נראה עוד דוגמאות:

∑ 

 

   

 (תשובה)              

∑  
 

   

 (תשובה)                                 

 למה לומדים טורים? מה יעניין אותנו?
 

 :ה הנשאלת היאשאלהבנושא טורים 

 ניתן להגיד על סכום הטור? )מהו הסכום באינסוף?(מה 
 מצבים: 2לפנינו 

 אם לטור סכום סופי = נגיד "הטור מתכנס"
 אם לטור סכום אינסופי = נגיד "הטור מתבדר"

 הערה חשובה:
 ההסתכלות על נושא זה דומה להסתכלות  שבנושאים גבולות ואינטגרלים מוכללים.

 כל הטקטיקות לפתרון בהתאם. -ולכן  ף)!(אנחנו מסתכלים על ההתנהגות באינסו
 

 נראה דוגמא לטור מתכנס:

∑(
 

 
 

 

   
)

 

   

 (  
 

 
)  (

 

 
 
 

 
)  (

 

 
 
 

 
)       

 . הטור שלפנינו מתכנס וערכו )של הסכום( הוא  –נגיד 

 

 כיצד נקבע אם הוא מתכנס או מתבדר?   ∑אם כך, בהינתן טור 

 .מבחני ההתכנסות נקבע זאת על פי
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 סוגים שונים 3-ל טוריםחלוקת ה
 תמונת על

 

 51% – טורים לא זה ולא זה 51% – טורים מחליפי סימן 07% – טורים חיוביים

 טור גיאומטרי
 pטור הרמוני 

 מבחן המנה להתכנסות
 מבחן ההשוואה

 מבחן ההשוואה הגבולי

 מבחן לייבניץ
 מחליף סימן pהרמוני 

Sin(n) 
Cos(n) 

 בדיקת התכנסות בהחלט/בתנאי
 טור הערכים המוחלטיםע"י בדיקת 

 או ע"י מבחן המנה להתכנסות בהחלט

 

 :לבדיקות שונות כלים נוספים, רוחביים, שנשתמש בהם

 תנאי הכרחי להתכנסות .1
 משפט נוסף + אריתמטיקה של טורים .2
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 תנאי הכרחי להתכנסות

 .   ∑נתון טור חיובי 

 .האם קיים פוטנציאל להתכנסות הטורמטה על מנת לגלות תנאי את הנבדוק 

 הבדיקה היא: .1

   
    

(  )    

 . )!( יתכנסשהטור  יש סיכוי יאז    ערך הגבול  אם

 . )!( מתבדרהטור  בוודאות יאז    ערך הגבול  אם

 הסבר:

 .בדיקת היתכנות להתכנסותבדיקת התנאי ההכרחי להתכנסות היא, בעצם, 
 זו בדיקה ראשונית. במידה והתנאי לא מתקיים, אין תרגיל. כלומר, נכריז שהטור מתבדר ונעבור לתרגיל הבא.

 :הנרדפות הבאותות הבדיקה עונה על השאלבמילים אחרות, 

 "האם יש סיכוי שהטור שלפנינו יתכנס?" .א
 "האם יש טעם בכלל להתחיל לבדוק את מבחני ההתכנסות?" .ב

 :ערה חשובהה

 )!(לא מספיקזהו תנאי הכרחי אך 

 תרגיל לדוגמא: .2

∑נתון הטור  
 

 
 . האם הטור מתכנס או מתבדר? 

 נבדוק "תנאי הכרחי להתכנסות":

   
    

(
 

 
)    

 . )כפי שנראה בהמשך(מתבדרהטור הזה  אבל )!(התנאי אכן מתקיים. יש פוטנציאל להתכנסות 

 לדוגמא:נוסף תרגיל  .3

∑נתון הטור  
    

    
 . האם הטור מתכנס או מתבדר? 

 נבדוק "תנאי הכרחי להתכנסות":

   
    

(
    

    
)  

 

 
 

 .)!(התנאי לא מתקיים 
 .מתבדרמסקנה: הטור 
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 טור גיאומטרי

 זיהוי ויזואלי: .1

  משתנה מספר  

 כך זה ייראה:

∑   

 

   

 

 הבדיקה שנבצע: .2

 . )!(מתכנס אז הטור        אם 

 )!( . מתבדרהטור  - אחרת

 
 עובדות חשובות על הטור: .3

  אם מתכנס או מתבדר.תמיד נדע  -בטור גיאומטרי 

 תמיד נדע את סכומו. - בטור גיאומטרי 

  (:0-מתחיל מ  של טור גיאומטרי )כאשר סכום הנוסחת 

∑   

 

   

 
 

   
 

 :תרגיל לדוגמא .4

∑    

 

   

 ∑
 

  
 ∑

  

  
 ∑ 

 

 
  

 

   

 

   

 

   

 

    -קיבלנו ש
 

 
 . )!(כלומר הטור שלפנינו מתכנס .        . כלומר 

 סכומו:

∑ 
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 pטור הרמוני 

 זיהוי ויזואלי: .1

    
מספר

מספר משתנה 
     

 כך זה ייראה:

∑
 

  
 

 

 הבדיקה שנבצע: .2

 . )!(מתכנס אז הטור     אם 

 . )!( בדרמתאז הטור     אם 

 
 על הטור: ה חשובהעובד .3

  בטור הרמוניP - תמיד נדע אם מתכנס או מתבדר. 

 

 :תרגיל לדוגמא .4

∑
 √ 

  

 

   

  ∑
 

    

 

   

 

 . )!(כלומר הטור שלפנינו מתכנס .     . כלומר        -קיבלנו ש
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 פט נוסףומש יםטוראריתמטיקה של 

 אזי: מתכנס   ∑וגם  מתכנס   ∑ אם

          ∑ , טור כפל בקבוע:          ∑ , טור ההפרש:         ∑ טור הסכום:

 )!(הם טורים מתכנסים 

 הנושאים()כמו בשאר  :הערה מרעידה
 מותר להשתמש במשפט האריתמטיקה רק במידה ובמצב ההתחלתי יש לפנינו שני טורים מתכנסים.

 אסור להשתמש במשפט. נחפש פתרון אחר. –אחרת 

 
 תרגיל לדוגמא:

∑   הוכיחו כי הטור
     

 .מתכנס      

 פתרון:

∑
     

  
 ∑

  

  
 

  

  
 ∑ 

 

 
    

 

 
   

 ∑הטור 
 

 
  הוא טור גיאומטרי מתכנס כי    

 

 
 

 ∑הטור 
 

 
  הוא טור גיאומטרי מתכנס כי    

 

 
 

 ∑הטור 
 

 
    

 

 
 הוא טור הסכום של שני הטורים מעלה ולכן, לפי משפט אריתמטיקה הוא טור מתכנס.   

 
 :משפט נוסף

 אזי: מתבדר   ∑וגם  מתכנס   ∑ אם

∑ טור הסכום וההפרש:  ים.מתבדרהוא טורים        

  הערות:

 .טור הסכום של שני טורים מתבדרים הוא טור מתבדר

 אין משפט כזה.פשוט לא ניתן להגיד כלום על הפרש בין טורים מתבדרים. 
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 מבחן המנה להתכנסות

 

 באילו מקרים נשתמש במבחן הזה: .1
 

 יופיע בבסיס של גורם אחד וגם במעריך של גורם אחר. nכאשר המשתנה  -במקרים רבים  .א
 יופיע במעריך של גורם כלשהו. nכאשר  –במקרים רבים  .ב
 .יופיע בתוך שורש nכאשר  –במקרים רבים  .ג
 (.!nבמקרים של עצרת ) .ד

 

 הבדיקה שנבצע: .2
 

 חישוב הגבול הבא:הבדיקה היא 

     
              

(
    
  
) 

 =< התכנסות      אם  

 =< התבדרות      אם  

 .נחפש מבחן אחר=< לא ידוע. אין תשובה. המבחן לא מתאים.       אם  

 

 

 :תרגיל לדוגמא .3
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 גרלהאינטמבחן 

 

 :  -ב  לאחר החלפת  המתאימה היצקונהפ     ותהי  םבעל איברים חיובייטור    ∑ יהי

 :נבדוקז א

 החל ממקום מסוים יורדת ורציפה      :אם

∫ האינטגרל :אז       
 

 
 יחדיו. מתכנסים/מתבדרים   ∑והטור  

 :ותחשוב ותערה

 הוא פרמטר חיובי.  הפרמטר  .1
על עצם  רקאלא  יו הטור מתכנסנסיק מסקנה לגבי הערך אללא  – במקרה של התכנסות .2

 סות.נכההת

 :דוגמאנראה 
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 :דוגמא ועוד
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 מבחן ההשוואה הקלאסי

     ,       : כאשר לפנינו יהיו שני טורים אי שליליים נשתמש במשפט ההשוואה הקלאסי

   ∑   ∑אם יחס סדר הגודל הוא:                                  , ואז

 הם,מבניהוא הטור הגדול    ∑ -הוא הטור הקטן מבין השניים ו   ∑כלומר 

 ש: נדעאז 

 מתכנס.   ∑אז  מתכנס   ∑אם 

 מתבדר.   ∑אז  מתבדר   ∑אם 

 
 

 

 תרגיל לדוגמא:
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 מבחן ההשוואה הגבולי

 )זה הטור עליו נשאלנו( טור נחקר.      נתון טור  

 מהראש, ומשתמשים בו כבוחן( –)זה טור מוכר שאנחנו בוחרים בו . טור בוחן      יהי טור 

 נחשב את הגבול הבא: –לפי המבחן 

     
               

  
  

 

ρ -אם קיבלנו ש  ,מאותו "טיפוס", מאותו "סוג"אזי הטורים שלנו הם טורים    
 ביחד. מתבדריםיחד או  מתכנסיםכלומר 

 

ρאם   )אבל ההיפך אינו נכון( מתבדר   ∑מתבדר אז    ∑מתכנס ואם    ∑מתכנס אז    ∑אז: אם    

 )אבל ההיפך אינו נכון( מתכנס   ∑מתכנס אז    ∑מתבדר ואם    ∑מתבדר אז    ∑אז: אם     אם 

 

 תרגיל לדוגמא:
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 טורים מחליפי סימן

 .חיוביםעד עכשיו דיברנו על טורים 
 

 מחליפי סימן.כעת אנחנו מתחילים לדבר על טורים 

 הגדרה:
 )מינוס(. -טור מחליף סימן הוא טור שאיבריו הם לסירוגין + ו 

 דוגמאות:

∑        
 

 
   

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
  

 

   

 

∑                      

 

   

 

∑הטור   הערה חשובה:        
 אינו מחליף סימן)!(     

 מכיוון שאין החלפת סימן...

                                           

 
 

 מבנה טור מחליף סימן:

∑      
 

 

 

   

 

      האיבר הכללי של הטור הוא  
 

 
 :מורכב משני חלקיםוהוא  

 זה החלק האחראי על הסימן )בלבד!( -       .1

2.  
 

 
 הוא החלק החיובי של האיבר הכללי. -  

 

 בעמוד הבא –לימוד מבחן לייבניץ 
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 מבחן לייבניץ

 של טור מחליף סימן. תנאי מספיק להתכנסותמבחן לייבניץ הוא מבחן שמציג 

 :נבדוק את התנאים הבאים,מחליף סימן,          ∑טור  בהינתן 

 

 מובן מאליו. טרוויאלי( –)החלק החיובי שבאיבר הכללי חייב להיות חיובי  -      .1

 כאשר נבדוק התנהגות באינסוף. 0-שואף ל   כלומר ,             .2

שהנגזרת  )בדרך הופכים לפונקציה, גוזרים, ומראיםהיא סדרה יורדת החל ממקום מסוים     .3

 שלילית ממקום מסוים(.

 )!(במידה וכל שלושת התנאים מתקיימים

 .מתכנס לפי מבחן לייבניץ         ∑נגיד שהטור 

 

 תרגיל לדוגמא:
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 מחליף סימן pטור הרמוני 

 זיהוי ויזואלי: .1

          
מספר

מספר משתנה 
     

 כך זה ייראה:

∑      
 

  
 

 

 הבדיקה שנבצע: .2

 . )!(מתכנס אז הטור     אם 

 . )!( בדרמתאז הטור     אם 

 
 :אחת על הטור. שתיהן חשובות ה אחת והערהעובד .3

  בטור הרמוניP  תמיד נדע אם מתכנס או מתבדר -מחליף סימן. 

 י כאן, בניגוד להרמוני התנאP  לשים לב. חוזר על עצמו המון.   ולא     רגיל, הוא . 

 

 :תרגיל לדוגמא .4
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 בתנאיאו התכנסות  בהחלטהתכנסות 

 עד עכשיו דיברנו על התכנסות או התבדרות של טור.
 .לעומקרמה אחת יותר  דוקבעכשיו נפרט קצת יותר. נ

 מסתבר, שתחת המונח "טור מתכנס", ישנם שני סוגים של התכנסויות:

 התכנסות בהחלט .1
 התכנסות בתנאי .2

 נתחיל:

 :התכנסות בהחלט. 1

∑ נעיין בטור הערכים המוחלטים שלו:. כעת, בפעם הראשונה,   ∑נתון טור כלשהו       . 

 משפט ראשון:

∑אם   מתכנס.   ∑מתכנס אז      
 עכשיו במילים: אם טור הערכים המוחלטים מתכנס אז בוודאי שטור המקורי מתכנס.

 הגדרה:

∑ טור הערכים המוחלטים: סתכלנ.   ∑נתון טור כלשהו       . 

∑אם הטור   .מתכנס בהחלטאז נגיד כי הטור המקורי  מתכנס     

 דוגמא:
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 נמשיך:

 תנאי:התכנסות ב. 2

∑ בטור הערכים המוחלטים שלו: , שוב,נעיין.   ∑נתון טור כלשהו       . 

 הגדרה:

∑ טור הערכים המוחלטים: סתכלנ.   ∑נתון טור כלשהו       . 

∑אם הטור   מתכנס    ∑מתבדר והטור      
 .תנאימתכנס באז נגיד כי הטור המקורי 

 הסבר:
 נגיד כי הטור מתכנס בהחלט. –נבדוק את טור הערכים המוחלטים. במידה והוא מתכנס 

 )את זה כבר ראינו בעמוד הקודם(
עלינו לחזור שוב אל הטור המקורי ולבדוק אותו.  –אבל, במידה וטור הערכים המוחלטים מתבדר 
 מתכנס בתנאי.עליו נשאלנו, ,  כעת, אם הוא מתכנס, אז נגיד שהטור המקורי

 
הסבר לא רשמי: אפשר להתייחס לזה כאילו הטור המקורי מתכנס, בתנאי שלא שמנו עליו ערך 

 מוחלט.

 דוגמא:
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 מבחן המנה להתכנסות בהחלט

 טור הערכים המוחלטים.ניתוח  התכנסות בהחלט הייתה השתמשנו לבדיקתבה  הדרך ,עד עכשיו
 כעת נלמד דרך נוספת.

 .בהחלטמבחן המנה להתכנסות בדיקת התכנסות בהחלט של טור באמצעות 
 )המבחן מאוד מזכיר את מבחן המנה שכבר למדנו אבל הפעם הוא מבוצע עם ערך מוחלט(.

 
 ?מתי נשתמש

 . וגם   נשתמש כאשר הטור שלפנינו מכיל גם בקורס שלנו, באופן חד משמעי, 

 
 

 הבדיקה שנבצע:

 חישוב הגבול הבא:הבדיקה היא 

     
              

 
    
  

  

 בהחלטמתכנס =<       אם  

 =< מתבדר      אם  

 ברוב המקרים נוכל להציב ולבדוק בעצמנו.. חד משמעית =< לא ידוע. אין תשובה      אם  

 
 דוגמא בעמוד הבא:
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 חזקותורי ט

 :הקדמה

 :נושאיםתתי זה יכלול שני מסמך 

 .   חזקות סביב טורי  .1

 (מספר כלשהו  כאשר ) .   חזקות סביב טורי  .2

 .א ב'בקורס חדו לומדיםאותו חזקות הוא הנושא הראשון טורי 
 בחדוא א'. למדנולנושא שכבר בחלקו,  ,חופף הנושא

 , וגם   גם דיברנו על טורים המכילים  ,בשיעור המדבר על מבחן המנה להתכנסות בהחלט
 הצגנו אותם ככאלה והתאמנו אליהם את דרך הפתרון.
 חזקות.טור  –כעת, בפעם הראשונה, נקרא לטור הזה בשמו במדויק 

 והוא מהווה בסיס עבורו. ,הזה חשוב ביותר להבנת המשך החומר בטוריםמסמך ה –שימו לב 
 טורים אלה. בהקשר שלאת הידע  נרחיב

 :   סביב  טור חזקותמבנה 

∑    
 

 

   

 

 :כאשר

דוגמאות  .החלק המספרי של הטורהוא  –   
 

 
   ,

 

  
  , 

 

 
 וכו'   

 על חזקות הטור.אחראי החלק ש –   

 )!(שחשוב להבין הערה 

 !הפולינום שאנחנו מכירים במדויקאותו  !הוא בעצם פולינוםהזה חזקות הטור 

 .בהמשךנבין  – חשובה הערהעוד 

 /פרטי.ספציפימקרה זהו .    דה הנקו סובב סביבהזה חזקות הטור  -כאמור 

 
 :האיברים השונים של הטור צגתהלדוגמא 

∑
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 !פולינוםקיבלנו  ?קיבלנומה 
 

 ! ם שהם בעצם פונקציהטוריחברים, מכאן והלאה, וכמו במקרה הנוכחי, הטורים שניתקל בהם יהיו 
 .וא פולינוםטור שהשלנו ובמקרה . טור פונקציותניתן לומר שזהו 

 (טורהמקבל עליו חזקות שונות כתלות במספר האיבר של  Xהמשתנה )חזקות. טור  –השם הרשמי 

 .Xשטור החזקות תלוי במשתנה  עד כאן אנחנו מביניםמהדיון 
 ת.התבדרו – ועבור חלק אחר ,כנסותהת ,עבור חלקם, נקבל – ים שוניםX במידה ונציב בטורכלומר, 

 א'. א"זה בעצם לא חדש, כבר הכרנו זאת בחדו

 :דוגמאות

    נניח
 

 
 .איברים ראשונים 3ציג נקבל טור מספרים. נ :

∑
 

  
   

 

 
 

 

 
  

 

 
   

 

  
  

 

 
   

 

 
 

 

  
 

 

   

 

   

    

 הטור מתכנס.פניו נראה ש... על 

 

 .איברים ראשונים 3נציג קבל טור מספרים. נ :     נניחכעת 

∑
 

  
     

 

 
    

 

  
      

 

 
  

 

   

    

 .בדרהטור מתפניו נראה ש... על 

 ?נרצה לדעתמה  ?אותנו בנושא הזה ענייןימה  –כן אם 

 בעמוד הבא. נראה
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 :תנרצה לדע

 ?בדרהטור מת Xר אילו ערכים של ובהטור מתכנס וע Xשל  ערכיםאילו עבור 

 ?"מהו תחום ההתכנסות של הטור" :אותנויישאלו 

 יתכנסהוא אז  –אם נציב אותם בטור ים שX-הכל תמצאו את " :מבקשים במילים אחרות
 תבדר.מהוא אז  –אם נציב אותם בטור ים שX-הכל את וגם 

 (א א'"חדול זאת בדומהשוב, )

 :מרכזי-ה משפט-ה

∑    לטור    
  

   : 

 .Rרדיוס התכנסות שנקרא לו קיים  .1
 (0-מ גדול)הוא תמיד חיובי  (R)רדיוס  .2

 .    הוא סביב הנקודהההתכנסות רדיוס  .3

 :לראות זאת על ציר המספרים הרגילנוח 

 

 

 

 
 

| |אם   .מתכנסהטור  –   

| |אם   בדר.מתהטור  –   

| |אם   (א א'"בחדוכמו  – הצבה י"ע). אז נבדוק ישירות -      אם כלומר  –   

 

 .רדיוס ההתכנסותמציאת  –הבא בעמוד 

 

  

R R 

0 

R R- 
 מתבדר מתבדר התכנסותהתחום 
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 רדיוס ההתכנסותמציאת 

 :דיוס ההתכנסות באמצעותאת רנמצא  –שאנחנו כבר יודעים מו כ
 .משפט המנה להתכנסות בהחלט

           :נסמן

 :שמבצעיםהבדיקה  תאנזכיר 

     
              

|
    

  
| 

 בהחלטמתכנס  הטור=<       אם  

 מתבדרהטור =<       אם  

 ברוב המקרים נוכל להציב ולבדוק בעצמנו.. חד משמעית =< לא ידוע. אין תשובה      אם  

 
 :ניפעל על פי השלבים הבאים

 .ונמצא את רדיוס ההתכנסות  נחשב  .1

 בטור ובודקים מה יוצא לפי הידע הקודם בטורים.     מציבים  .2

 יש לנו את תחום ההתכנסות של הטור. עת,כ

 :לדוגמאתרגיל 
 (k-הפעם ב) :מצאו את תחום ההתכנסות של הטור

∑
 

    
   

 

   

 

 .בהקלטהפתרון ה
 

 :בה הסופיתתשוה

        עבור בהחלט סכנתהטור מ

        תכנסמהטור 

 "      תחום ההתכנסות הוא "

 .   רדיוס ההתכנסות הוא 

 

  .   סביב נקודה אחרת שהיא לא  –קות אבל הפעם טור חזאותו  –הבא בעמוד 
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  נקודה סביב  – חזקות ורט

 .   ולא יהיה סביב  "יזוז הצידה"תחום ההתכנסות הפעם בל נדבר על אותו טור חזקות אעכשיו 

 .   ינוע סביב נקודה כללית כלשהי תחום ההתכנסות הפעם 

 :הכללי ייראה כךהטור 

 

∑         
 

   

 

 
 :כאן נגיד כיוגם 

 .Rרדיוס התכנסות שנקרא לו קיים  .1
 (0-מ גדול)הוא תמיד חיובי  (R)רדיוס  .2

 .    הוא סביב הנקודהההתכנסות רדיוס  .3

 
 :נראה בציור

 

 

 
 
 :מותאם לפי התזוזה ההחלטהכלל ו

|   |אם   .מתכנסהטור  –   

|   |אם   בדר.מתהטור  –   

|   |אם   (א א'"בחדוכמו  – הצבה י"ע). אז נבדוק ישירות -        אם כלומר  –   

 :ניפעל על פי השלבים הבאים

 .ונמצא את רדיוס ההתכנסות  נחשב  .1

 ובודקים מה יוצא לפי הידע הקודם בטורים. בטור      מציבים  -לב נשים  .2

 יש לנו את תחום ההתכנסות של הטור. עת,כ

 

 שהטור שאומרחלק ה

 .aנע סביב 

R R 

a 

a+R R-a 

 מתבדר מתבדר התכנסותהתחום 
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 :לדוגמאתרגיל 
 :מצאו את תחום ההתכנסות של הטור

∑
  

√ 
       

 

   

 

 .בהקלטהפתרון ה
 

 לפתור :בה הסופיתתשוה

        עבור בהחלט סכנתהטור מ

        תכנסמהטור 

 "      תחום ההתכנסות הוא "

 .   רדיוס ההתכנסות הוא 

 

 : )!(אבל     הפתרון כאן זהה לטור חזקות סביב תהליך 
 :חשובה הערה

         ואת           אתנציב  –הקצוות בהצבת 

 

 

 

 

 

 

 

 נושא טורי חזקותסוף 


